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主要內容： 

第一章：如何看圖形 

這一章從觀察圖形開始，進而探討相似形以及計算圖形面

積的一些技巧(例如：可以把複雜的圖形經過重新排列後組成

簡易的圖形，以利面積的計算；用「切割法」將較難求的面

積切下來計算；用膨脹變形法來求較複雜圖形的周長) 。 

第二章：旋轉鉛筆 

  本章主要探討角度，首先介紹角度的起源和為什麼用 360

度為一圈(接近一年的天數、因數較多) ，後則探討三角形內

角和 180 度及如何用旋轉鉛筆來輕鬆求怪異圖形的內角和

(先決定一個基點，再以逆時針方向每個角轉一遍，最後再看

鉛筆尖端方向合一開始的差別) 。 

 



 

第三章：論證與計算 

  一開始提到，從幾何開始就減少計算而增加論證，甚至把

幾何與論證畫上等號，令作者頗不以為然，因為他認為論證

固然重要，但不應該流於形式，且除了論證以外應該還有更

重要的部分；本章也提到「發現」的重要，一些著名的定理

(例如：畢達哥拉斯定理)都不是由他本人證明，只是發現罷

了；最後也介紹了無理數的發現(由兩股長為 1的等腰直角三

角形) ，剛剛發現時還曾經被隱瞞，真搞不懂為什麼。 

第四章：證明的發生 

  由詭辯家芝諾所提出的「反理論」使得數學研究者更加注

意證明的重要性，而證明最初開始於泰勒斯，他做了許多經

驗的批評，但證明成為正確的形式卻是歐幾里得的功勞，甚

至有人因為歐幾里得的功勞太大了，還懷疑是否有這個人

呢。 

第五章：訓練頭腦 

  本章提到歐幾里得的「原論」中的五個公準，分別是： 

1. 通過已知兩點 A﹑B可以畫出一條線 

2. 直線能夠向兩側無線延長 



3. 已知點 A與數值 r即可以 A為中心，畫出半徑為 r的圓 

4. 所有直角均相等(角度並非取決於位置) 

5. 通過直線 L以外的一點 P，只能畫出一條與 L平行的直線 

關於這些公準，曾有人批評第五點太長了(達朗貝爾) ，但無

論如何這五個公準對後世產生了重大的影響(影響了牛頓、柏

拉圖等人) 。 

第六章：從直線與圓到圓錐曲線 

  歐幾里得之後上場的是阿基米得，他的思考方式和歐幾里

得不一樣，他做的是實務方面的研究，也比較偏重於物理，

他的武器超過了直線和圓的範疇；阿波羅尼奧斯則研究圓錐

切面的曲線，並用切面方式來彌補焦點分析的不足；另外本

章的後面有提到赫輪公式，和我們之前學到的海龍公式一

樣，所以我覺得應該是翻譯的問題吧！ 

第七章：為什麼進入黑暗時代 

  自從阿波羅尼奧之後的數學家人數銳減，被稱為「中世紀

的黑暗時代」，而進入黑暗時代的原因有以下四個： 

1. 三大數學家太偉大了(因為原論太難了，許多人因此而受

挫) 

2. 政治的混亂(數學家們先後受到羅馬和匈奴人的迫害) 



3. 與神學的關係(聖經的地位太崇高了，教會也訂定了一些麻

煩的規定) 

4. 歐洲中心主義的看法(許多學者被迫流亡，將知識也一並帶

走，阿拉伯的數學因此而繁榮，還曾經因為太方便而被禁

用呢) 

第八章：代數與幾何的結合 

  拯救歐洲中世紀脫離黑暗時代的主要因素之一是代數

學，它是由菲柏納奇所起頭的；大約四十年後，費爾馬又發

明了坐標，再加上笛卡兒的學說，使得代數和幾何兩種不同

的學說得以結合，藉由這兩個領域的結合，數學終於又開時

蓬勃發展。 

第九章：如何跨越黑暗時代 

關於這一點的原因： 

1. 亞洲代數的傳入 

2. 文藝復興運動的展開(以人為中心，尊重人更勝於宗教﹑經

濟) 

3. 教會腐敗，反經院派崛起(政治方面) 

4. 支持教會的封建制度崩潰(經濟方面) 

這個時期除了數學以外，科學也蓬勃發展，出現了三大發



明： 

1. 羅盤(14世紀在歐洲達到實用化的地步) 

2. 火藥(14世紀) 

3. 活字版印刷(15世紀) 

其中活字印刷對於知識的傳撥更具備了全方面的影響。 

  接下來本章也介紹了投影幾何的創始人─德札爾格，他將

圖形斜映在平面上描繪，對當時的幾何界造成了巨大的影

響，但將投影和幾何有效結合利用的是帕斯卡。 

第十章：歐幾里得以外的幾何 

  這個時期出現了「非歐幾里得的幾何」，主要是因為第五

公準太長了(通過直線 L以外的一點 P，只能畫出一條與 L平

行的直線)，因此薩凱利嘗試著從其他四個公準導出第五項，

但最後還是無法跳脫原論的束縛；直到一世紀後，才出現否

定第五公準的幾何，它是指沒有通過 P與 L平行的直線，這

是由高斯所想出來的，當時他並不想讓這個偉大的發現公諸

於市，原因據推側有三個： 

1. 高斯是完美主義者，有某個常數他難以決定 

2. 一旦成為公理，就會危及實數的公理系統 

3. 避免與不具備常識的哲學人士爭論 



一直到高斯死後，大家才發現其實高斯的理論才是正確的！ 

第十一章：非歐幾里得幾何的現實性 

  否定第五公準除了先前的方法，還有另一種形式，由黎曼

提出的─「不能夠畫出通過 P 點，與 L 平行的直線」，以這

種幾何來說，大圓即直線，所以兩條直線必相交，如此一來，

甚至令人聯想到連一條平行線也沒有的幾何學；後來克萊因

出現了，他提出以圓版作為宇宙的模型，如此以來便能畫出

許多通過 P，不與 L相交的直線(如圖) ；更奇妙的是，愛因

斯坦提出了「也許整個宇宙就是非歐幾里得世界」理論。 

點 p 

 

 

第十二章：幾何的復興 

  隨著幾何的復興，原本已經誕生，卻被解析幾何壓在下面

的投影幾何重見天日，甚至產生了新的幾何學。本文中提到

「位相幾何學」(也稱作「膠模」幾何)就是圖形伸展、收縮，

然後重疊，均為相同的物品，它是由歐拉所提出的；歐拉在

多面體方面也十分有貢獻，他提出了「假設面的數為 F，邊

的數為 E，頂點的數為 V，而 F+V-E為歐拉標數，通常這個

 

L 



數值是 2」。 

第十三章：形式主義與直覺主義 

  形式主義是由希爾伯特創立的，他認為只要有記述點、直

線、平面之間的關係成立的公理存在即可；他也認為以桌子

椅子、杯子取代點、直線、平面，也能夠形成幾何。這個時

期針對數學產生了三種看法： 

1. 直覺主義(克羅內克等人) 

2. 形式主義(希爾伯特) 

3. 邏輯主義(羅素) 

邏輯主義是以希爾伯特的程式而發展的基礎理論為根

據，但比形式主義更激烈的主義；全面依存於公理的形式主

義，由於基礎論，遭到了打擊；儘管這三個看法的爭論相當

激烈，當事人卻都互相尊重，並給予彼此相當高的評價，直

得我們來學習。 


