(三) 重複組合

(1) 非負整數解：

n元一次方程式x1＋x2＋…＋xn＝m 的非負整數

解，其個數有
[image: image1.wmf]1

-

+

m

n

m

C

，習慣上我們以
[image: image2.wmf]n

m

H

 來表示


[image: image3.wmf]1

-

+

m

n

m

C

，即
[image: image4.wmf]1

-

+

=

m

n

m

n

m

C

H

。
「非負整數」：0與正整數。

「說明」
以x＋y＋z＝5的非負整數解為例，我們可
以想成：以2個「＋」與5個「＊」，即
「＋＋＊＊＊＊＊」排成一列時，每一個排
列法與x＋y＋z＝5的一個非負整數解作對應。
例如：

「＊＊＋＊＊＋＊」 
[image: image5.wmf]Û

 2＋2＋1＝5
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 (x,y,z)＝(2,2,1)

「＊＊＊＋＋＊＊」 
[image: image7.wmf]Û

 3＋0＋2＝5
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 (x,y,z)＝(3,0,2)

「＋＋＊＊＊＊＊」 
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 0＋0＋5＝5

[image: image10.wmf]Û

 (x,y,z)＝(0,0,1)

於是，所有的排列與所有的解形成一對一
對應，有多少排列數就有多少非負整數解，
因此x＋y＋z＝5的非負整數解的個數為
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由此可知，x1＋x2＋…＋xn＝m 的非負整數解的

個數，即為(n－1)個「＋」與m個「＊」的排列

數＝
[image: image12.wmf]1

)!

1

(

!

)]!

1

(

[

-

+

=

-

×

-

+

n

m

m

C

n

m

n

m


(2)重複組合：

從有n類不同物品選取m個，設每類都至少有m個且可以重複選取，則取法有
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「說明」
假設第一類取出x1件，第二類取出x2件，…，第n類取出xn件，總共m件，因此
 x1＋x2＋…＋xn＝m，其中x1,x2,…,xn為非負整數
此式即為求x1＋x2＋…＋xn＝m的非負整數解，
所以取(解)法為
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例1：
(1)白、黑、紅三種色球，每一種至少都有5個相同的色球，從這些球中，每次取5個的可能方法有幾種？

【解】
設白、黑、紅三種色球各取x1，x2，x3個，
則 x1＋x2＋x3＝5 (其中x1，x2，x3為非負整數)，
取法有：
[image: image15.wmf]21

2

1

6

7

7

2

7

5

3

5

=

×

×

=

=

=

C

C

H

 (種)。

(2)同時擲5粒不同的骰子，會出現幾種不同的花色？

【解】
設1點出現x1次，…，6點出現x6次，
則 x1＋x2＋…＋x6＝5 的非負整數解的個數，
即所求方法數：
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(3) 7枝相同的原子筆分給甲、乙、丙三人，每人至少一枝，共有多少種分法？

【解】
設甲、乙、丙三人分得的原子筆個數分別為x1，x2，x3次，其中x1，x2，x3為「正」整數。
因為每人至少一枝，可以先分給每人一枝，剩下4支原子筆再任一分給3人，所以
x1＋x2＋x3＝7 
[image: image17.wmf]Þ

 (x1－1)＋(x2－1)＋(x3－1)＝4
結果有：
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例2：
方程式x＋y＋z＋w＝12依下列條件，各有幾組解？
(1) x、y、z、w 
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【解】
H
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＝455 (組)。


(2) x、y、z、w 
[image: image24.wmf]N
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【解】

(x－1)＋(y－1)＋(z－1)＋(w－1)＝12－4＝8

所以有H
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＝165 (組)。

(3) 正奇數解
【解】

令x＝2x1＋1，y＝2y1＋1，z＝2z1＋1，
w＝2w1＋1，其中x1，y1，z1，w1為非負整數
則x＋y＋z＋w＝12
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(2x1＋1)＋(2y1＋1)＋(2z1＋1)＋(2w1＋1)＝12
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 x1＋y1＋z1＋w1＝4
所以有H
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＝35(組)。
(4) x≧1，y≧3，z＞2，w＞1，x、y、z、w 
[image: image35.wmf]Z
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【解】

考慮到 x≧1，y≧3，「z≧3」，「w≧2」

則(x－1)＋(y－3)＋(z－3)＋(w－2)＝12－9＝3

所以有 H
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例3：

不等式x＋y＋z≦9之非負整數解有幾組解？

【解】「方法一」

滿足題意的有x＋y＋z＝0，1，2，…，9
則所求為 
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「方法二」

取x＋y＋z＋w＝9
當w為非負整數時，x＋y＋z≦9
例如：w＝0時，x＋y＋z＝9
      w＝1時，x＋y＋z＝8，
      w＝2時，x＋y＋z＝7，…
所以所求為 x＋y＋z＋w＝9的非負整數解，
即為
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例4：
7本相同的書和8枝相同的鉛筆任給三人，求下列之給法各有幾種：

(1) 每人均可兼得
【解】
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(2) 每人至少得一本書
【解】
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(3)每人至少得一枝鉛筆
【解】
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(4)每人至少得一本書和一枝鉛筆
【解】
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(5) 每人至少一件物品

【解】排容原理
　全部一(其中一人沒有)＋(其中二人沒有) 
＝H
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＝900－2×(8×9)＋3(1×1)＝759(種)
例5：

方程式xyz＝144的正整數解有幾組？

【解】
∵144＝
[image: image60.wmf]2
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；其正整數解個數相當於

將四個2，二個3分給x、y、z三人的分法。

∴共有
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例6：

一列火車，從第一車到第10車共10節車廂，要

指定其中三節車廂准許抽煙，若抽煙的車廂：

兩兩車廂間不相銜接，則有幾種指定法？

【解】
三個抽煙的車廂共有四個間隔，
設這四個間隔的車廂數為x1，x2，x3，x4，
則 x1＋x2＋x3＋x4＝10－3＝7

兩兩車廂間不相銜接
即為要求x2≧1且x3≧1，
所以 x1＋(x2－1)＋(x3－1)＋x4＝7－2＝5
可知指定法有
[image: image62.wmf]56

!

3

!

5

!

8

8

5

4

5

=

×

=

=

C

H

 (種)。







Page 20

_1142011886.unknown

_1142013054.unknown

_1142014089.unknown

_1142603935.unknown

_1142751729.unknown

_1142751757.unknown

_1142751800.unknown

_1142751819.unknown

_1142751828.unknown

_1142751780.unknown

_1142751742.unknown

_1142604277.unknown

_1142605197.unknown

_1142621050.unknown

_1142605352.unknown

_1142604783.unknown

_1142604123.unknown

_1142014227.unknown

_1142014812.unknown

_1142014332.unknown

_1142014393.unknown

_1142014292.unknown

_1142014159.unknown

_1142013261.unknown

_1142013513.unknown

_1142013529.unknown

_1142013503.unknown

_1142013086.unknown

_1142013124.unknown

_1142013070.unknown

_1142012157.unknown

_1142012195.unknown

_1142012247.unknown

_1142012173.unknown

_1142011952.unknown

_1142011991.unknown

_1142011936.unknown

_1141815553.unknown

_1142011607.unknown

_1142011768.unknown

_1142011857.unknown

_1141886243.unknown

_1141919436.unknown

_1142011540.unknown

_1141887449.unknown

_1141815939.unknown

_1141814768.unknown

_1141815236.unknown

_1141815273.unknown

_1141814701.unknown

_1141814623.unknown

