
 §3-4 對數函數與指數函數 

(甲)對數函數的微分與積分 

 
(1)要討論對數函數的導函數，首先觀查察f(x)=logax在x=1 處的導數。 
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(b)對數函數的導函數 
f(x)=logax ⇒f /(x)=？  

設α為正數，計算f /(α)=
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結論： 

(1)f(x)=logax ⇒ f /(x)=
1
xlogae 即

x
x
a

1)(log / 與 成正比，比例常數為logae。 

(2)考慮 a=e，在數學及其他科學中經常會碰到，所以特稱為自然對數函數， 
符號 。 xx
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[例題1] 試求下列各小題f /(x) 
(1) π<<= xxxf 0)ln(sin)(   (2)   
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[例題2] 試求下列各題的導函數： 

(1)設 y f x= ln ( ) ，試證：
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(練習1) 試求下列各導函數： 
(1)  (2)  

(3)  (4)

y x x= ⋅log( sin )
2 f x x x( ) ln( ln )= ⋅3

y x x= +log( sec tan )
10 y x x= − +log3

12

   

Ans：(1) )1(cot
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[例題3] (1) ∫ +

3

1 1
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x
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1
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x
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(3) ∫− +−
−0

1 3
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16
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0
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π
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x
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∫1
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2

ln
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Ans：(1)ln2  (2)
1
2(ln3−ln2)  (3)

−1
3 ⋅ln6  (4)ln2 (5)1 (6)ln2  

 
 
 

~3−4−3~ 



(練習3)  (1) 2
120

2 x
x

dx
+∫ =? (2) ln x

x
dx

e 4

1 3∫ =?  

(3) ( ln )x
x

dx
e 3 2

1∫ =?(4) cot x dx
π

π

6

2
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Ans：(1)ln5 (2)
4
3 (3)3 (4)ln2 

[例題4] y=
1
x與 x=2，x=4，x 軸圍成之面積為何?又此區域繞 x 軸旋轉一周所得

的立體體積為何?   Ans：ln2，
π
4 

 
 
 
 
 
 

[例題5] (1)若x>0，試證
x

xx
+

>+
1

)1ln( 。 

(2)當x>0 時，試討論
x

xxf )1ln()( +
= 的增減情形。 

(3)若 0<a<b，試比較(1+a)b與(1+b)a之大小。 
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[例題6] 試求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅⋅+

+
+

+∞→ nnnn 2
1

2
1

1
1lim =?  Ans：ln2 

(乙)指數函數的微分與積分 

(1)指數函數的導函數 
(ax)/= lna⋅ax 

[證明]：設f(x)=ax，g(x)=logax⇒h(x)=g(f(x))=x 

      ⇒h/(x)=g/(f(x))⋅f /(x)=1 ⇒(
1

lna⋅
1
ax)⋅f /(x)=1 

      ⇒f /(x)=lna⋅ax。 
特別：當a=e時，可得(ex)/=ex

結論： 
(1) (ax)/= lna⋅ax   (2) (ex)/=ex  
 

[例題7] 求(1)
d
dx(abx) =？  (2) 

d
dx(xr)=？ 

[例題8] 試求下列各導函數： 

(1)   (2)   (3)y ex=
2 xexy 22= 12+= xey   (4) (5)  

Ans：(1)  (2)   (3)

2)(ln xey = y e x= sin 2

2

2 xxe xx exex 222 22 +
12

2

+

+

x

ex x

(4)   

(5)  
 
 
 

)32( 23 xxe x +

2sin2cos2 xexx
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[例題9] 求下列各導函數： 
(1)y=46x  (2)   (3)y=3x

2

10 xy = 2  (4)y=x3⋅7x  (5)  

Ans：(1)6ln4⋅4

xey
2

2=
6x (2)2ln10⋅x⋅  (3)6x 

(4) (5)  
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(練習4) 若已知 xx ee
dx
d

x
x

dx
d

== )(,1)(ln ，則試導出
d
dx a

x( log ) =? d
dx

ax( )=? 

(練習5) (1) d
dx

e x( sin 2

)=？(2) d
dx

x e x( 2 3⋅ ) =？(3)y=(1−e4x)2，y/=？ 

(4) y y =？(5) =？ x x= ⋅2 35 2 / )1(2)( /14 2

fxf x +=

Ans：(1)2xcosx2 2sin xe (2)e3x(2x+3x2) (3)8e4x(e4x−1) (4)  )3ln22ln5(23 52

xxx +⋅

(2)指數函數的積分 

(a) |  xb

a

x edxe =∫ β
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(b) β
α
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α
|
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1 xx a
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dxa ⋅=∫  

[例題10] 試求下列各積分的值： 

(1) =?  (2) =?  (3) =?   

(4) =?  (5) =? 

Ans：(1)
1
2

e dxx2
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1

∫ 2
1

2 x dx∫ xe dxx2
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∫
dxee xx∫ −+

1
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2)( ∫ −++
1

0

32 )1exp()13( dxxxx

(e2−1) (2)
2

ln2 (3)
1
2(e−1) (4)

1
2(e2−e−2)+2 (5)e−e−1 
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(練習6) (1) =? (2)dxex∫ +
2

0
)13( ∫ +

1

0 1
dx

e
e
x

x

=? (3) ∫ −
2

1
)2( dx

x
e x =?(4) =? 

Ans：(1) (2)

∫
2

0
5 dxx

13 2 −e 2ln)1ln( −+e (3) (4)
24
ln5ee −− 2ln22   

[例題11] 關於曲線Γ：y=lnx 
(1)過原點 O 與 相切之直線方程式為? 
(2)曲線Γ與切線 L 及 x 軸所圍成之曲域 R 的面積為何？ 

(3)R 繞 y 軸旋轉，所得的旋轉體體積=？Ans：(1)y=
1
e

Γ

x (2)
e−2
2  (3)π(

e2

6−
1
2)  

 
 
 
 
 
 
 

[例題12] (1)x>0，證明：ex>1+x+
x2

2。 

(2)試求 =？   0 

(3)試描繪f(x)=x⋅e

lim
x

xx e
→∞

−⋅
−x之圖形，並求其極值及漸近線方程式。 

Ans：(2)0 
 
 
 
 
 
 
 
 

(練習7) 求二曲線 與二直線 x=1，x=−1 所圍成區域之面積。 
Ans：  

y e y ex= = −, x

4)(2 1 −+ −ee
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(練習8) y=f(x)=x⋅ex，試求(1) =? (2) =? (3)極小點 (4)反曲點  

 Ans：(1)  (2)  (3)

)(/ xf )(// xf

)1( +xex )2( +xex )1,1(
e

−−  (4) )2,2( 2e
−−  

(練習9) 曲線y=ex與直線x=1，x=−1 及x軸所圍成的區域為R。 
(1)R的面積為? (2)R繞x軸旋轉所得的體積為? 

Ans：(1)e−
1
e (2)

π
2(e2−e−2)  

(丙)積分的技巧 

(1)分部積分法： 
設 u(x)、v(x)均為一階連續可微分 
因為 d(uv)=udv+vdu 
兩邊積分可得 uv= 。 

⇒ 。這稱為不定積分的部分分式公式。 

部分分式將需要計算的積分 ∫ 轉化為另一個積分

∫ ∫+ duvdvu

∫ ∫−= duvuvdvu

dvu ∫− duvuv ，因此計算的關鍵

是選取適當的函數 u(x)、v(x)。 
 
[例題13] 計算下列不定積分： 

(1)   (2) ∫  

Ans：(1)xe

∫ dxxex ⋅ dxxx 2)(ln

x−ex+C  (2)
1
2(x2⋅(lnx)2−x2⋅lnx+

x2

2 )+C 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[例題14] 設Im= ∫ + max
dx

)( 22 ，請利用分部積分法建立 
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遞迴式Im= 
x

(x2+a2)m +2m(Im−a2⋅Im+1)。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(練習10) 計算下列不定積分： 
(1)    (2) ∫ dxbxeax sin ∫ dxbxeax cos  

Ans：(1)
1

a2+b2 eax(asinbx−bcosbx)+C  (2) 
1

a2+b2 eax(bsinbx+acosbx)+C 

(練習11) 計算下列不定積分： 
(1)    (2)∫ ⋅ dxxx 2cos dxxx∫ ⋅ 2sin2    (3) ∫ −⋅ dxxx 1tan  

[提示：
d(tan−1x)

dx =
1

1+x2] 

Ans：(1)
1
2(x⋅sin2x+

1
2cos2x)+C  (2) 

1
2(x⋅sin2x+

1
2cos2x−x2cos2x)+C 

     (3)
1
2[(x2+1)tan−1x−x]+C 

(練習12) 計算 dxx
e

e
∫1 ln =？  Ans：

2
e 

(練習13) dx
e
e
x

x

∫ +

1

0

3

1
=?  (2) ∫ +

1

0 1
1 dx

ex =? 

 Ans：(1)
e2

2−e+ln
e+1

2 +
1
2 (2)1−ln(e+1)+ln2 

[提示：可令u=ex] 
 
 
 

(2)有理函數、三角有理函數的積分法： 
(a)有理函數的積分法： 
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設 P(x)、Q(x)是 x 的多項式，
P(x)
Q(x)稱為 x 的有理函數，記為 R(x)= 

P(x)
Q(x) 

當 degP(x)≥degQ(x)時，R(x)= 
P(x)
Q(x)=f(x)+ 

P/(x)
Q(x) ，其中

P/(x)
Q(x)為真分式，因此對於

R(x)不定積分的計算只須考慮真分式不定積分的計算。 
設P(x)為首項係數=1 的n次實係數多項式，利用代數基本定理與實係數方程式虛

根成對的性質，可將P(x)化成 
P(x)=(x−a1) (x−a1i 1) …(x−a2i s) (xsi 2−p1x+q1) (x1j 2−p2x+q2) …(x2j 2−ptx+qt)  

p

tj

k
2−4qk<0。1≤k≤t， 

因此 
Q(x)
P(x) 總能分解成下列 4 種最簡分式的和： 

A
x−a、

A
(x−a)m、

Ax+B
x2+px+q、

Ax+B
(x2+px+q)m  

(m>1，p2−4q<0)，其中A、B為不同時為 0 的常數。 

因為x2+px+q=(x+
p
2)2+q−

p2

4，所以我們還可將上面四個型式再作進一步簡化， 

可得 4 種最簡分式的和：
1

x−a、
1

(x−a)m、
1

x2+a2、
1

(x2+a2)m 

而這些最簡的分式都是可以積分的： 

∫ −
dx

ax
1 =ln|x−a|+C 

∫ −
dx

ax m)(
1 =

1
1−m(x−a)1−m+C 

∫ +
dx

ax 22

1 =
1
a(tan−1x

a)+C 

∫ + max )(
1

22 =Im，由分部積分法可得遞迴式Im= 
x

(x2+a2)m +2m(Im−a2⋅Im+1)， 

                因為I1=
1
a(tan−1x

a)+C，可以計算出Im。 

總之，根據上面的推導可知，有理函數的積分，理論上而言均可以積分出來，只

要我們能將有理函數分解成一些最簡分式的和。 

[例題15] 計算不定積分： ∫ −+
+ dx
xx

x
)2)(1(

12

。Ans：
1
9[2ln|x+1|+7ln|x−2|−

15
x−2]+C 
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[例題16] 求不定積分： ∫ ++
dx

xx
x

22 )1)(1(
2

。Ans：
1
4ln

1+x2

(1+x)2+
x−1

2(1+x2)+C 

 
 
 

(b)三角有理函數的積分： 
  三角有理函數是由 sinx、cosx 與常數經過有限次四則運算而得到的代數有理

式，記為 R(sinx,cosx)。對有理函數的不定積分 ∫ dxxxR )cos,(sin ，可以令 t=tan
x
2

後，一定能化成 t 的有理函數的不定積分 ∫ dttR )(1 ，在根據有理函數的不定積分

法去求不定積分 ∫ dttR )(1 。 

[過程]：t=tan
x
2 ⇒ sinx= 

2t
1+t2 ，cosx= 

1−t2

1+t2  

       
dx
dt  =  

2
1+t2  

       ⇒ =∫ dxxxR )cos,(sin dt
tt

t
t
tR 22

2

2 1
2)

1
1,

1
2(

+
⋅

+
−

+∫ 。 

 

[例題17] 求不定積分 ∫ +
+ dx

x
x

cos1
sin1 =？Ans：tan

x
2−2ln|cos

x
2|+C 

 
 

(練習14) 求不定積分： ∫ −+
+ dx

xxx
x

2
32

23 =？Ans：
−3
2 ln|x|+

5
3ln|x−1|−

1
6ln|x+2|+C 

(練習15) 求不定積分： ∫ +
dx

x
x

cos1
cos =？ Ans：x−tan

x
2+C 

(練習16) (a) dx
x∫ 2

3 sin
1π

π
=? (b) dx

x∫ 3

0 cos
1π

=? ( c) dx
x∫ +

2

0 sin1
1π

=? 

Ans：(a)ln 3 (b)ln(2+ 3 ) (c)1 
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(丁)指數函數的應用 

(1)一個現象的成長或衰微的狀況，如果能以函數來表示，則通常可以該函數 
的導函數來表示變化率。 

(2)假設某一現象的變化率與現象本身成正比， 
則這種現象與指數函數有密切的關係。 

 
 
[例題18] 細菌在適當的環境下繁殖的速度與當時的細菌數成正比，若t時刻的細

菌數為f(t)，則在t時刻細菌的增加率f /(t)與f(t)成正比。假設t=0 時的細

菌數為n0，而f /(t)=kf(t)(k>0)，求時刻a時的細菌數。 
 
 
 

[例題19] 放射性元素的衰變率與當時原子核數量成正比。意思是說：若在t時刻

的原子核數為f(t)，則在時刻t衰變的速度f /(t)與f(t)成正比(但比值為負

數)。假設t=0 時原子核的數為n ，而f 0
/(t)=−kf(t)(k>0)，求時刻a時的原

子核數f(a)。 
 
 
 
 
 

(練習17) (1)上例中，設原子核經過 T 時刻數量會減至原來的一半，此時 T 稱為

半衰期。求上例中 T=？  Ans：
ln2
k  

(2)鐳之半衰期為約 1600 年，今有 150mg 之純鐳， 
(a)試求經過 t 年後之剩餘量。(b)經過多少年僅存 30mg。 

Ans：150× 16002
t−

，3715 年。 

[例題20] 牛頓的冷卻定律是說 
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物體溫度的變率(冷卻)跟物體溫度與周圍的溫度之差成正比。 
假設有一支金屬棒放入水中，如果水的溫度保持固定為 20°C，而 2 分

鐘後金屬棒的溫度由 50°C 降到 40°C，試求 6 分鐘後金屬棒的溫度。

Ans：
260
9 °C 

(練習18)  小明在大湖邊烤肉，湖水溫度測定為20 ，10 點正時，他把一根熱金

屬棒放入水中，10 點零 2 分取回金屬棒，測得其溫度為40 ，然後立

刻把金屬棒又放入湖水中。10 點零 6 分，取出再測其溫度為30 。問 
小明第一次把金屬棒放入水中時，金屬棒的溫度約為多少度？

(A)30°C~40°C (B)40°C~50°C ( C)50°C~60°C D)60°C~70°C(E)70°C~80°C 
Ans：(B) 

o c
o c

o c

 
 

綜合練習 
1. 求下列各小題的導數或導函數： 

(a)f(x)=ln(cosx) (0<x<
π
2)  (b)   (c)   

(d)    (e)

)1exp()( 3 −+= xxxf )1(
4

4

log)( += xxf

f x x( ) = +3
2 1 )1ln( 2xx

dx
d

++   (f) )0(,
2
1)( //2

fexf x= =？  

Ans：(a)f /(x)=−tanx (b)f /(x)=(3x2+1)exp(x3+x−1) (c) f /(x)= 
2x3

ln2⋅(x4+1) 

     (d) f /(x)=(2ln3)x⋅  (e)
112

3 +x

x2+1
 (f)1 

2. 試求下列各定積分之值： 

(a) ln x
x

dx
e 4

1∫   (b)  (c)  (d)32

0

1 x dx∫ ∫
1

0

sin cos3 dxxx ( )
1

1
2

0

4

x
x dx

+
+∫  

(e) 2
120

2 x
x

dx
+∫  (f)  (g)  

Ans：(a)2 (b)
4

ln3

3
2

0

2
xe dxx∫ ( )e dx+ +∫ 1

1

5
1 x

 (c) 
1
3(e−1)(d)16+ln5 (e)ln5(f)

3
2(e4−1) (g)e6−e2+4 

3. 求下列不定積分： 
(a)   (b) ∫   (c)∫ dxx)cos(ln dxxx )(ln ∫ dxx3sec  

Ans：(a)
x
2[cos(lnx)+sin(lnx)]+C (b)

x2

4 (2lnx−1)+C (c)
1
2[secxtanx+ln|secx+tanx|]+C 

4. 試求下列各定積分之值： 

~3−4−13~ 



(a) ∫ −

2

21
e

e t
dt   (b) ∫ +−

5

3 )3)(2(
1 dx

xx
(c) ∫ −+

+2

1 2 232
13 dx
xx

x  

Ans:(a)
1
2ln

(e+1)2

e2+1  (b)
1
5ln

9
4  (c)ln

4
3
 

5. (a)試求 在點xy 5ln= )0,
5
1( 的切線方程式。 

(b)設曲線 )
2

0(sin π
≤≤= xey x 的反曲點為 ，則si =    ),( sin aea n a 。  

  Ans：(a)5x−y−1=0(b)
2

51+−  

6. 設a ，令 R 表示由 x 軸、y 軸，直線 x=a，以及曲線 y=
1

x+1> 0 所圍成之區域。

試求   
(a)R 繞 x 軸旋轉。所得旋轉體之體積。 
(b)R 繞 y 軸旋轉。所得旋轉體之體積。  

Ans：(a)
πa

1+a(b)2aπ−2πln(1+a)  

7. 試證：不論 x 是任何正數， 1ln11 −≤≤− xx
x

都成立。 

8. 試證：不論x是任何的實數，ex≥1+x都成立。 

9. (a)設r為大於 1 的正數，試證：(1−x)r>1−rx對每一個小於 1 
  但不為 0 的x都成立。 

(b)利用(a)證明：若 01 <<<− ab ，則 ab ab
11

)1()1( +>+ 。 

10. 試討論 2

ln
x

xy = 的增減情形，並求其極值。 

Ans：當 0<x< e 時為增函數，當 x> e 時為減函數；極大值
1
2e。 

11. 一放射性元素的樣本在 10 年內衰變了 80%，則此放射性元素之半衰期為何？

Ans：10log52 年 

12. 設 ，(a)試求 。 
(b)試由(1)推測 ，並利用數學歸納法證明之。 

xxexf =)( )(),(),( ////// xfxfxf
)()( xf n

13. 設函數 。考慮此(0,
7π
2∫=

x
dtttxF

0
sin)( )內 

(a)已知x=x0時F(x)有最小值，則x0為 

(A)π (B)
3π
2  (C)2π (D)

5π
2  (E)3π  Ans：( C) 

(b)此函數在開區間(0,
7π
2 )內有多少個反曲點？ 

  (A)0 個(B) 1 個( C) 2 個(D) 3 個(E) 4 個  Ans：(D)  

~3−4−14~ 



14. 設
θθ
θθ

cossin1
cossin1

i
iz

−+
++

= 的實部為ℜ ( )z ，則 z =      ， =     ℜ∫ ( )z dθ
π

0
。

Ans：1  ,2   

15. 定積分 lna= ∫
a

dx
x1

1
可視為 f(x)=

1
x與 x=1，x=a，x 軸所圍成的面積， 

  其中 a 為正數。  
(a)試證：若 0<a<b，則ln lna b<  

(b)已知 lne=1，以定積分的性質，證明 2<e<3。(已知 1
12
1

7
1

6
1

5
1

>+⋅⋅⋅+++ ) 

16. (a)設 k 為自然數，證明：
1

k+1< ∫
+1 1k

k
dx

x
<

1
k。 (考慮 ∫

+1 1k

k
dx

x
的幾何意義) 

(b)利用(a)推導出∑
= +

n

k k1 1
1 <ln(n+1)< ∑

=

n

k k1

1
，並藉此解釋∑

∞

=1

1
k k

為發散級數。 

17. 計算In= ∫ 2
0

sin
π

dxxn ，n=0,1,2,.. 

(a)請利用分部積分法求出遞迴式In=
n−1

n ⋅In−2。 

(c)請計算 ∫ 2
0

5sin
π

dxx =？    Ans：
8
15 

(b)I2n+1=
2n

2n+1⋅
2n−2
2n−1⋅…⋅

2
3，I2n=

2n−1
2n ⋅

2n−3
2n−2⋅…⋅

1
2⋅
π
2。 

18. 設In(x)= ∫
+

x n

dt
at

t
0 22

  (a>0，n為自然數) 

證明當x≥2 時，nIn(x)=xn−1 x2+a2 −(n−1)a2In−2(x)。 

19. 警方在早上 7：00 發現一具屍體，法醫測得屍體的溫度是 23.1°C，屍體所在

房間的溫度是 12.1°C。兩個小時之後他又測了一次，屍體的溫度是 17.6°C。
由此法醫根據牛頓冷卻定律可以得知這個人的死亡時間是何時？ 
Ans：約發現屍體的 2.36 小時前 

20. 中國學者在長沙市馬王堆漢朝墓地於 1972 年出土，考古學家測得同時出土

的木炭標本的C14原子衰變為每分鐘 29.78，而考古學家在測得新燒成的木炭

的C14原子衰變為每分鐘 38.37 次，試估計該墓地建成的年代。 
(C14的半衰期為 5730 年) 

Ans：
5730
ln2 ln

29.78
38.37 (約 2085)年 
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